Глава 7

ЦЕЛОЧИСЛЕННОЕ ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

В данной главе будут рассмотрены методы получения целочисленных вейвлет-коэффициентов изображения. Эти методы могут быть применены  для сжатия изображения как без потерь, так и с потерями. В основе рассматриваемых методов лежит некоторая модификация вейвлет-преобразования, позволяющая производить все вычисления в целочисленном виде. Полученное преобразование не является, строго говоря, вейвлет-преобразованием, но обладает всеми его свойствами. Теоретически при вейвлет-преобразовании потери информации не происходит. Однако при реализации возникают неизбежные ошибки округления вейвлет-коэффициентов. Вместе с тем, в некоторых приложениях обработки изображений полная обратимость преобразования является важной. Целочисленное вейвлет-преобразование позволяет достичь полного контроля над точностью вычислений. Поэтому оно получило название обратимого вейвлет-преобразования. Кроме того, целочисленность вычислений ускоряет выполнение алгоритмов на компьютерах.

7.1. Целочисленные вейвлет-преобразования

Рассмотрим два примера, поясняющие обсуждаемые далее методы. Для простоты все выкладки производятся для одного уровня разложения и для одномерного сигнала четной длины. Пусть 
[image: image1.wmf]{

}

1

0

0

-

=

N

n

n

c

 - исходный сигнал, где верхний индекс показывает уровень разложения (0), нижний – конкретную точку сигнала. Пусть 
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 - составляющие его разложения на первом уровне (низкочастотная и высокочастотная части, соответственно). Здесь 
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Пример1. Целочисленное вычисление вейвлет–преобразования (2,2).

Это преобразование эквивалентно вейвлет-преобразованию Хаара, использующему следующие фильтры декомпозиции:
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Вычисление ведется следующим образом:
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В выражениях (7.2), (7.3) 
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 означает операцию округления. Таким образом, все элементы 
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 будут целыми числами. Из (7.1)-(7.3) легко получить алгоритм реконструкции:
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Пример 2. Вейвлет-преобразование Лэйзи.

Вейвлет-преобразование Лэйзи заключается в простом разбиении входного сигнала на четную и нечетную части. На этапах декомпозиции и реконструкции используются одни и те же формулы:
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Преобразования, используемые в этих примерах, не подходят для кодирования изображений. Однако на их основе могут быть получены значительно более эффективные преобразования. Они могут рассматриваться как стартовая точка для получения алгоритмов целочисленного обратимого вейвлет-преобразования.

Отметим интересное свойство вышеприведенных преобразований. Оно заключается в том, что если пикселы изображения представляются некоторым числом бит, то такое же число бит может быть использовано в компьютере для представления значений вейвлет-коэффициентов. Это следует из особенностей дополнительного кода, в котором представляются числа в компьютере. Данное свойство преобразования получило название свойства сохранения точности.

Известно, что значения высокочастотных вейвлет-коэффициентов малы. Это позволяет сохранять точность во время вычисления коэффициентов. Рассмотрим целочисленные вычисления, выполняемые компьютером. Большинство компьютеров использует дополнительный код. Пусть необходимо найти разность двух целых чисел 
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 и выполнить обратное вычисление 
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. Вычисления на компьютере выполняются следующим образом:
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и обратная величина находится, как
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где индекс 
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 означает внутреннее представление, а числа 
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 оказывается вне диапазона, его внутреннее представление может не совпадать с внешним значением 
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. Например, пусть 
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 имеет следующее внутреннее представление: 
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 будет равно 
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Пример  3.    Целочисленное  вычисление  вейвлет-преобразования (2,6).

Данное преобразование эквивалентно использованию следующих фильтров анализа:
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Декомпозиция выполняется аналогично примеру 1 с добавлением еще одного шага. Вначале производятся вычисления по формулам (7.1)-(7.3). Вместо 
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 в данных формулах теперь используется обозначение 
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. Затем производится изменение высокочастотных коэффициентов по формулам:
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Алгоритм реконструкции аналогичен алгоритму декомпозиции. Он выполняется в «обратном» порядке:
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и, далее, по формулам (7.4)-(7.5) с заменой в них 
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Пример 4.  Целочисленное  вычисление  вейвлет –преобразования  (1,3).

Это нелинейное преобразование является разновидностью преобразования, использующего биортогональную пару фильтров: 
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. Вычисления начинаются с вейвлета Лэйзи (7.6) с последующим изменением высокочастотных коэффициентов:
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Реконструкция выполняется следующим образом:
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Пример 5.  Целочисленное  вычисление  вейвлет –преобразования  (5,3).

Это преобразование также является разновидностью биортогонального преобразования и использует следующую пару фильтров: 
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 Декомпозиция производится следующим образом:
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Реконструкция осуществляется по следующим формулам :
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Из трех последних примеров видно, что целочисленное вейвлет-преобразование можно выполнять следующим образом. Вначале выбрать некоторое простое преобразование. Затем определенным образом изменить высокочастотные коэффициенты для получения целочисленного преобразования, эффективного для кодирования изображений. Вопрос заключается в том, каким образом модифицировать коэффициенты. Ответ на этот вопрос дается в следующих двух разделах.

7.2.  Лифтинговая схема и целочисленная биортогональная фильтрация

  Лифтинговая схема, рассмотренная в главе 6, позволяет конструировать биортогональные вейвлеты с компактным носителем. С небольшими изменениями она может быть использована для построения целочисленного нелинейного квазибиортогонального вейвлет-преобразования. 

Набор фильтров 
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Аналогично и для 
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Аналогично, если имеется набор фильтров 
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, новый набор можно получить по формулам:
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где 
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- тригонометрический полином, а соответствующий фильтр 
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 является КИХ-фильтром. Выражения (7.21)-(7.22) можно переписать следующим образом:
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Пусть 
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  - низкочастотная и высокочастотная составляющие его разложения, получаемые с использованием фильтров 
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Соответствующий алгоритм реконструкции:
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где параметры 
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Соответствующий алгоритм реконструкции записывается в виде
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Здесь равенства (7.26) и (7.29) – прямое и обратное биортогональные вейвлет-преобразования. Выражения (7.27) и (7.28) есть дополнительные формулы, обеспечивающие целочисленность преобразования.

Аналогично, если набор фильтров 
[image: image91.wmf]{

}

g

g

h

h

~

,

,

~

,

 был получен из 
[image: image92.wmf]{

}

0

0

~

,

,

~

,

g

g

h

h

 по формулам (7.23), декомпозиция принимает вид
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Соответствующая ей реконструкция:
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Возникающая проблема обработки границы изображения была рассмотрена в разделе 6.4.

Предположим, что биортогональные фильтры 
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 по формулам (7.21) и (7.22). Пусть декомпозиция первоначальными фильтрами выполнялась целочисленно. Тогда можно доказать, что имеется возможность конструирования целочисленного преобразования фильтрами 
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 может быть вычислена вместо (7.27) следующим образом:
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Видно, что (7.34) «близко» к (7.27), и точная реконструкция может быть обеспечена применением формулы (7.33) и следующей формулы:
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Аналогичным образом целочисленное преобразование выполняется, если набор фильтров 
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 получен из первоначального набора 
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Отметим, что большинство стандартных биортогональных вейвлет-преобразований не может быть выполнено непосредственно в целочисленном виде. Однако за счет соответствующего выбора параметров 
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 и 
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 и некоторого изменения алгоритма получаются различные вариации исходного преобразования. Кроме того, необходимо правильно выбирать параметр 
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 для того, чтобы алгоритм выполнялся только посредством сдвигов и сложений.

Отметим также следующее. Если набор фильтров 
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 посредством лифтинговой схемы, а тот, в свою очередь, из набора 
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, то имеется возможность получения целочисленного преобразования, «близкого» к исходному.  

7.3.  Метод  коррекции  ошибок 

 для  получения целочисленного вейвлет-преобразования

 В данном разделе рассмотрим другой метод целочисленного вейвлет-преобразования. Он основан на так называемом 
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 преобразовании, предложенном А.Саидом и В.Перельманом. Конструирование биортогональных вейвлетов при помощи лифтинговой схемы может рассматриваться как частный случай метода коррекции.

Предположим, имеется некоторое простое целочисленное вейвлет-преобразование, например рассмотренное в примерах 1-3. Декомпозиция и реконструкция запишется в общем случае следующим образом:
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В общем случае вышеприведенная декомпозиция может не дать хорошего результата. Например, возможно появление эффектов наложения спектра (элайзинга) либо преобразование не приведет к локализации энергии в низкочастотной субполосе. Поэтому нужна определенная коррекция высокочастотных либо низкочастотных коэффициентов. Существует несколько путей ее реализации. Однако с учетом требования целочисленной реализации необходимо использовать метод коррекции.

Например, выполним коррекцию высокочастотных коэффициентов:
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где 
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k

dc

 есть коэффициент коррекции для 
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здесь 
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- варьируемые параметры, выбираемые для достижения требуемых характеристик преобразования. Разработаны методы нахождения этих параметров, которые не будут рассматриваться в данной книге. Скажем только, что они должны быть рациональными числами, кратными степени 2, для обеспечения целочисленности преобразования. Из (7.36), (7.38)-(7.39) видно, что алгоритм декомпозиции, обеспечивающий полное восстановление после реконструкции (7.37), представим в виде:
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Как отмечалось выше, лифтинговая схема есть частный случай метода коррекции. Примеры 3-5 могут также рассматриваться как реализации этого метода. Рассмотрим теперь пример, в котором не используется лифтинговая схема и который не имеет отношения к биортогональным фильтрам с компактной областью определения.

 Пример 6. 
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 преобразование. 
Данное преобразование аналогично использованию следующих фильтров анализа:
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При этом фильтры синтеза не имеют компактной области определения. Тем не менее 
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 преобразование может быть выполнено следующим образом:

1. Выполним декомпозицию, как в примере 1 (формулы (7.1)-(7.3)).  При этом вместо 
[image: image127.wmf]1

k

d

 используем 
[image: image128.wmf]0

,

1

k

d

.

2. Шаг коррекции.  Определим: 


[image: image129.wmf]4

/

1

  

,

8

/

1

  

,

8

/

1

  

,

4

/

1

  

,

1

  

,

1

  

,

1

1

1

0

1

-

1

0

=

=

-

=

-

=

=

=

-

=

t

s

s

s

T

S

S


и вычислим:
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Реконструкция выполняется следующим образом:
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Далее вычисляется 
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Таким образом, мы рассмотрели некоторые возможные алгоритмы получения целочисленных вейвлет-коэффициентов. Данная область исследования является перспективной и привлекает внимание многих исследователей. 
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