
Глава 9

ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ КОДИРОВАНИЯ ИЗОБРАЖЕНИЯ С ПРИМЕНЕНИЕМ ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Коэффициенты вейвлет-преобразования имеют приблизительно гауссовскую плотность распределения. Из теории информации известно, что в случае, если шаг квантователя достаточно мал, среднеквадратичная ошибка кодирования 
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 - среднее число бит на пиксел. Под малым шагом квантователя понимается то, что вероятность попадания коэффициента в тот или иной интервал квантователя постоянна и не зависит от значения этого интервала. Коэффициент пропорциональности зависит от используемого базиса и алгоритма распределения бит. В интересующем диапазоне кодирования изображения тратится менее 1 бит на пиксел. В этом случае предположение о малости шага квантователя становится неверным. В данной главе представлены аналитические соотношения для случая вейвлет-кодирования изображений при низких битовых скоростях (
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В разделе 9.1 кратко рассматриваются основные положения теории информации, касающиеся скалярных квантователей с ограниченной энтропией и кодирования с преобразованием. В разделе 9.2 представлена аналитическая зависимость искажения от скорости для вейвлет-кодеков при низких скоростях кодирования.

9.1. Основные формулы и теоремы теории связи,

относящиеся к кодированию с преобразованием при высоких скоростях (>1бит/пиксел)

Изображение, подвергаемое кодированию, представляется случайным вектором Y размерностью N.  Хотя оно является двумерным, для простоты обозначений отдельные пикселы обозначаются как 
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. Кодер с преобразованием декомпозирует эти изображения по ортонормальному базису 
[image: image6.wmf]{

}

m

m

g

G

£

=

0

:   


[image: image7.wmf]å

-

=

=

1

0

.

]

[

N

m

m

g

m

A

Y


[image: image256.wmf]M

R


Каждый коэффициент 
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 есть случайная величина, определяемая как
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Для построения конечного кода каждый коэффициент 
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 аппроксимируется квантованной переменной 
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. Далее рассматриваются только скалярные квантователи как наиболее часто встречающиеся при кодировании с преобразованием. 

9.1.1. Скалярное квантование с ограниченной энтропией

Скалярный квантователь Q аппроксимирует случайную переменную Х квантованной переменной 
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, которая может принимать конечное множество значений. Предполагается, что Х принимает значения в диапазоне 
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, который может соответствовать всей вещественной оси. Интервал 
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 декомпозируется на К интервалов 
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 переменной длины с 
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. Для скалярного квантователя известно, что энтропия
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есть нижняя граница среднего количества бит на символ, используемого для кодирования значений 
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, где 
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- вероятность того, что 
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. Арифметическое энтропийное кодирование достигает сколь угодно близкого к этой границе среднего числа бит на символ. Поэтому в дальнейшем считается, что эта граница достигнута. Скалярный квантователь с ограниченной энтропией минимизирует 
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 для фиксированного среднеквадратичного искажения 
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Пусть 
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 есть плотность распределения вероятности отсчетов случайного источника Х. Считается, что квантователь имеет высокое разрешение, если 
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 примерно постоянна в каждом интервале квантования  
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 Это будет иметь место в случае, когда размеры 
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 достаточно малы относительно скорости изменения 
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. Известно, что равномерные квантователи являются оптимальными среди квантователей с высоким разрешением. 

Если Q - квантователь с высоким разрешением относительно 
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Это неравенство превращается в равенство, если и только если Q является равномерным квантователем. Тогда 
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Для фиксированного искажения D, при условии соблюдения гипотезы о высоком разрешении, минимальная средняя скорость 
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 достигается поэтому равномерным квантователем и 
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Зависимость искажения от скорости получается из (9.1):
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По-видимому, даже если гипотеза о квантовании с высоким разрешением не выполняется, равномерный квантователь близок к оптимальному для большого класса источников, при условии, что число интервалов квантования достаточно велико.

9.1.2. Зависимость искажения от скорости

Получим зависимость искажения от скорости для коэффициентов 
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 вейвлет-разложения 
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. Средний бюджет бит, необходимый для кодирования 
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. Для квантования с высоким разрешением ошибка квантования будет минимальна при использовании равномерного скалярного квантователя. Процедура оптимального распределения бит должна минимизировать общее число бит 
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 есть среднее число бит на отсчет. Применяя множители Лагранжа, можно доказать, что 
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 будет минимальна в случае, если все 
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где 
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 есть средняя дифференциальная энтропия:
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Искажение (9.4) зависит от базиса вейвлетов G через 
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. В общем случае трудно найти G, минимизирующий 
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 сложным образом. Если Y распределен по гауссовскому закону, то коэффициенты 
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 будут гауссовскими случайными переменными в любом базисе. В этом случае плотность распределения вероятности 
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Данное выражение подставляется в (9.4) :
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Известно, что 
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 минимально, если и только если G является базисом Карунена-Лоэва для Y, то есть G диагонализирует ковариационную матрицу Y. Таким образом, оптимальным с точки зрения кодирования с преобразованием базисом  для гауссовского процесса является базис Карунена-Лоэва. Если Y не является гауссовским (например, в случае изображения), базис Карунена-Лоэва не является априорно оптимальным.   

Наиболее популярным при кодировании изображений является разделимый базис вейвлетов. Разделимый вейвлет-базис включает в себя три семейства вейвлетов с горизонтальной, вертикальной и диагональной ориентацией, индексируемые 
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 примерно центрирован в точке 
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 с квадратной областью определения, размер которой пропорционален 
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. Как было отмечено, при высоких битовых скоростях кодирования минимальное искажение достигается путем равномерного квантования всех коэффициентов декомпозиции. Гладким участкам изображения соответствуют вейвлет-коэффициенты с малым значением амплитуды, которые квантуются в нуль. Для повышения эффективности кодирования вейвлет-коэффициенты сканируются в заранее определенном порядке, и позиции нулевых коэффициентов кодируются кодером длин серий. Амплитуды ненулевых квантованных коэффициентов кодируются кодером Хаффмана или арифметическим кодером.

Из формулы (9.4) следует, что 
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где 
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 есть средняя дифференциальная энтропия вейвлет-коэффициентов при всех масштабах и ориентациях. Из данной формулы следует, что 
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 является убывающей функцией с наклоном  –2. Однако из практики известно, что для области 
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 убывает значительно быстрее. Для данной области формула (9.4) не выполняется в силу того, что предположение о квантовании с высоким разрешением уже неверно. Сжатие изображения с применением вейвлет-преобразования достигает хороших результатов для скоростей значительно меньших 1 бит/отсчет. Поэтому в следующем разделе исследуется зависимость скорости от искажения для низких скоростей кодирования.

9.2. Сжатие  изображения  при  низких  скоростях     кодирования

При низких скоростях кодирования имеет место грубое квантование коэффициентов декомпозиции. Так как многие из коэффициентов обращаются в нуль, позиции нулевых и ненулевых коэффициентов сохраняются в бинарной карте значений, которая сжимается при помощи кодера длин серий или более сложного алгоритма нульдерева (см. главу 10). Теория передачи с погрешностью, описываемая выше, неприменима по следующим двум причинам. Во-первых, не выполняется предположение о квантовании с высоким разрешением в силу того, что интервалы квантователей большие. Во-вторых, невозможно представить общий бюджет бит R в виде суммы битов Rm, независимо распределенных для каждого коэффициента декомпозиции, так как кодирование коэффициентов при помощи бинарной карты значений яявляется, по сути, разновидностью векторного квантования.  

Для оценки зависимости искажения от скорости необходима некоторая стохастическая модель изображения. Однако до сих пор не существует модели, которая бы учитывала сложную нестационарную структуру изображения, описывала бы текстуру и контуры. Поэтому далее изображение рассматривается как детерминированный вектор, чьи коэффициенты вейвлет-декомпозиции G имеют параметрический спад. Зависимость скорости от искажения, таким образом, будет находиться не для ансамбля сигналов, а для каждого сигнала f. Основным результатом данного раздела является вывод о том, что функция искажение-скорость зависит от точности аппроксимации f малым числом векторов, выбранных из G.

9.2.1. Функция искажение-скорость

Пусть сигнал f декомпозирован по вейвлет-базису 
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Коэффициенты преобразования квантуются, и декодер восстанавливает 
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Ошибка кодирования
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Можно показать, что в случае применения ортонормального базиса, ошибка квантования в области трансформанты будет равна ошибке в области исходного изображения. На этом основано много алгоритмов кодирования. Через 
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 есть плотность распределения вероятности случайной переменной Х. Предполагается, что N – достаточно большое и, следовательно, гистограмма достаточно регулярна, так что для всех функций 
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Данная гипотеза выполняется для гистограмм большинства «естественных» изображений.  Это эквивалентно тому, что коэффициенты 
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[image: image85.wmf](

)

(

)

2

x

Q

x

x

-

=

f

, из (9.7) получается


[image: image86.wmf][

]

[

]

(

)

(

)

{

}

å

-

=

-

E

=

-

=

1

0

2

2

.

 

1

N

m

X

Q

X

m

a

Q

m

a

N

N

D


Пусть 
[image: image87.wmf]R

 есть среднее число бит на коэффициент для кодирования 
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, то из (9.3) вытекает формула, аналогичная (9.4):
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Как правило, многие вейвлет-коэффициенты 
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 , где коэффициенты квантуются в нуль. Следовательно, в этом интервале не выполняется гипотеза о квантовании с высоким разрешением. Это объясняет то, что функция 
[image: image97.wmf](

)

R

D

2

log

 имеет спад порядка 
[image: image98.wmf]R

2

-

 только для 
[image: image99.wmf]1

³

R

.

На практике для квантования вейвлет-коэффициентов зачастую применяется «почти» равномерный квантователь. Все интервалы квантования, кроме нулевого, имеют равные размеры 
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Коэффициенты не квантуются в нуль, если они превышают некоторый порог 
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Вейвлет-кодер изображения может использовать кодер длин серий для кодирования карты значений. Применяются также более эффективные методы кодирования карты, получившие название алгоритмов нульдерева.

Пусть 
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 - число бит, требуемое для представления карты значений. Пусть М – число значащих коэффициентов. Можно записать пропорцию 
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Для 
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Для вейвлет-коэффициентов, когда отношение 
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 мало, на выходе кодера длин серий средняя битовая скорость 
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 значительно меньше верхней границы (9.11), так как существует значительная избыточность в позициях нулевых коэффициентов. Для большого класса изображений расчеты показывают, что 
[image: image121.wmf]M

R

r

0

0

=

 меняется медленно относительно 
[image: image122.wmf]N

M

.

Амплитуды М значащих коэффициентов равномерно квантуются с шагом 
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Пусть 
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 есть случайная переменная, чья плотность распределения вероятности - 
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В целом кодирование с преобразованием требует 
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Для получения оценки ошибки квантования 
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 (9.6) суммарное искажение делится на две части: искажение, возникающее в силу квантования незначащих коэффициентов в нуль ( D0 ), и искажение, возникающее в силу квантования значащих коэффициентов ( D1 ): 
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Средняя ошибка квантования на значащий коэффициент 
[image: image137.wmf]M
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 вычисляется  с учетом гипотезы о квантовании с высоким разрешением:
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Для вычисления ошибки квантования незначащих коэффициентов рассматривается аппроксимация f  посредством М векторов 
[image: image139.wmf]m
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 из G, чьи скалярные произведения с  f  имеют наибольшие амплитуды. Тогда искажение 
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Величина
[image: image142.wmf]0
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 называется нелинейной ошибкой аппроксимации, так как М векторов выбираются в зависимости от f. Оценка скорости убывания 
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 при увеличении М изучается в теории аппроксимации функций.

Если провести сортировку 
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Ошибка аппроксимации 
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 есть сумма 
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Ошибка 
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 убывает быстро при увеличении 
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[image: image159.wmf]g

 характеризует  функциональные пространства Бесова. Однако предположение, что 
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Зависимость скорости от искажения при кодировании с низкими скоростями была получена С.Маллатом и Ф.Фальзоном. Для этого он предположил, что вторая производная не превосходит некоторого 
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Также предполагается, что 
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и что 
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Большинство   реальных   изображений   удовлетворяют        условиям     (9.21)-(9.24). При выполнении этих условий справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Предположим, что 
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где
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Для практического применения данной теоремы формулы могут быть упрощены за счет пренебрежения коэффициентом 
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изменяется медленно, как функция от 
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Так как  
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Получившаяся зависимость скорости от искажения значительно отличается от известной формулы для гипотезы квантования с высоким разрешением, где 
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Искажение D в (9.29) существенно зависит от ошибки аппроксимации 
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 сигнала  f  M векторами (
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), выбранными в базисе G. Для оптимального кодирования с преобразованием базис G должен точно аппроксимировать каждый из сигналов  f  малым числом базисных векторов. Если рассматривать f как реализацию случайного вектора Y, желательно было бы найти базис, минимизирующий 
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 по всем реализациям. Из теории известно, что оптимальным для аппроксимации сигнала Y  с использованием M векторов является базис Карунена-Лоэва, но в данном случае это свойство оптимальности теряется, так как число векторов меняется в зависимости от реализации. В некоторых случаях известно, как найти базис, который минимизирует максимальную ошибку 
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 для целого класса сигналов. Например, базис вейвлетов является оптимальным в этом минимаксном смысле для кусочно-регулярных сигналов, которые описываются пространствами Бесова.

9.2.2. Оптимальный относительный размер интервала квантования

Для оптимизации квантования необходимо выбрать размер интервала возле нуля 
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Можно показать, что справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Предположим, что 
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9.2.3. Практическая проверка точности аналитических выражений

Известно, что вейвлет-базис эффективно аппроксимирует кусочно-регулярные функции малым числом ненулевых коэффициентов. Так как изображения часто имеют кусочно-регулярные структуры, вейвлет-преобразование с успехом применяется в вейвлет-кодеках изображения. Основным положением теоремы 1 является то, что сортированные коэффициенты разложения 
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 сигнала f  в базис G имеют рациональный спад.

Известна модель изображения, основанная на пространствах Бесова. Пусть 
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 вейвлет-коэффициент f  ранга k ограничен 
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, то f  относится к семейству пространств Бесова, чьи индексы зависят от 
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. Рассмотрим кусочно-регулярное изображение f, которое является регулярным внутри регионов 
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, которые имеют конечную длину. Можно доказать, что сортированные вейвлет-коэффициенты убывают как 
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. Эта модель применима к достаточно низкочастотным изображениям (типа всем известного изображения LENA), тогда как неоднородности высокочастотных изображений приводят к изменению экспоненты 
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Можно выполнить практическую проверку точности аналитической формулы, даваемой теоремой 1. Для проверки используется вейвлет-кодек с равномерным квантователем, интервал возле нуля 
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 которого вдвое больше остальных интервалов, то есть 
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. Это является стандартным выбором для большинства вейвлет-кодеков изображения. Карта значений сжимается кодером длин серий. Отношение 
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 было вычислено для кодирования тестового изображения LENA. На рис.9.1 это значение сравнивается с теоретической оценкой (9.26) без учета коэффициента 
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[image: image227.wmf](

)

z

x

. Как видно из рис.9.1, K точно аппроксимирует истинное значение 
[image: image228.wmf]0

1

D

D

 для  
[image: image229.wmf]4

2

-

£

N

M

.  Возрастание  ошибки  аппроксимации  при  
[image: image230.wmf]4

2

-

>

N

M

 объясняется невыполнением гипотезы 
[image: image231.wmf]e

£

N

M

.

На рис.9.2 показано значение 
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, вычисленное из энтропии квантованных вейвлет-коэффициентов. Теоретическая оценка (9.27) также показана на рисунке. Кривые близки друг к другу, что подтверждает точность вычислений.
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Для упрощения вычисления зависимости скорости от искажения наклон 
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Отметим, что 
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. Таким образом, теоретически доказывается правильность выбора исследователями параметра 
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Итак, при кодировании с низкими скоростями функция скорость-искажение для вейвлет-кодеков может быть вычислена путем отделения коэффициентов, квантуемых в нуль, от других. Полученная функция скорость-искажение зависит, прежде всего, от точности нелинейной аппроксимации изображения малым числом базисных коэффициентов. Для вейвлет-базиса при 
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 имеет порядок 1.  
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Таким образом, полученные выражения значительно отличаются от известных из теории информации. Это объясняется тем, что при достаточно сильном сжатии интервалы квантования становятся большими, и не выполняется предположение о квантовании с высоким разрешением.
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Рис.9.3.  Флюктуации � EMBED Equation.3  ��� вейвлет-кодирования изображений.
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Рис.9.2.  Сравнение � EMBED Equation.3  ��� с теоретической оценкой для вейвлет-кодека
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Рис.9.1.  Сравнение � EMBED Equation.3  ��� с теоретической оценкой для вейвлет-кодека
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