Глава 4

СРАВНЕНИЕ  ВЕЙВЛЕТ-ФИЛЬТРОВ  С  ФИЛЬТРАМИ,

ПРИМЕНЯЕМЫМИ  ПРИ  СУБПОЛОСНОМ  КОДИРОВАНИИ
Проводя в данной главе сравнение двух типов фильтров, мы ограничимся рассмотрением фильтров с конечной импульсной характеристикой, так как они наиболее часто применяются при кодировании изображений. В разделе 4.1 будут рассмотрены свойства идеального фильтра. Процедура построения реального фильтра заключается в минимизации отклонения заданного числа свойств от свойств идеального фильтра. При конструировании обычных и вейвлет-фильтров для этой минимизации используются различные критерии, как будет показано. Под обычными в этой главе понимаются фильтры, используемые в субполосном кодировании (см. главу 1).

В разделе 4.2 приведен  пример расчета обычного фильтра.  За основу взяты фильтры  Джонстона,  которые  нашли применение во многих приложениях.  Некоторые  из этих фильтров дают низкое объективное качество кодирования  изображений.  Пример  расчета   вейвлет-фильтров  приведен   в разделе 4.3. Различия между обычными и вейвлет-фильтрами приведены в разделе 4.4.

4.1. Критерии для расчета фильтров

При субполосном кодировании применяемые фильтры должны строго разделить частотную область сигнала на непересекающиеся участки. Амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) идеального фильтра низких частот для двухполосного банка фильтров приведена на рис.4.1(а). Такую прямоугольную характеристику  может  иметь  фильтр бесконечной  длины,  что  неприменимо. Существует несколько методов получения импульсной характеристики фильтра конечной длины, например применение окна. После такой операции АЧХ фильтра аппроксимирует идеальный прямоугольник (рис.4.1(б)).

Для оценки качества аппроксимации существует ряд критериев. Почти все они зависят от четырех параметров, показанных на рис.4.1(б):
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-  неравномерность в полосе пропускания;
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  - неравномерность в полосе задерживания;
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-  граничная частота полосы пропускания;
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  - граничная частота полосы задерживания.
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Малое значение 
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 означает умножение гармоник сигнала на равные коэффициенты. Малое значение 
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 предотвращает появление в фильтрованном сигнале высокочастотных составляющих, которые могут появиться за счет элайзинга (см. главу 1). Элайзинг отрицательно влияет на визуальное качество изображения. Как отмечалось в главе 1, и в системах анализа-синтеза с подавлением элайзинга квантование коэффициентов может привести к его появлению. Граничные частоты полосы пропускания должны быть как можно более близки к 
[image: image7.wmf]2

/

p

.

При проектировании фильтров часто задаются тремя другими критериями, зависящими от вышеперечисленных. Это – затухание в полосе пропускания 
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, минимальное ослабление сигнала в полосе задерживания 
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 и полоса перехода, определяемая как 
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Какой критерий важнее в каждом конкретном случае, решается в зависимости от приложения. 

При расчете вейвлет-фильтров не пытаются аппроксимировать прямоугольную характеристику. Для построения вейвлет-фильтра важным является степень плоскости характеристики около частоты 
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, которая зависит от числа нулей низкочастотного фильтра на частоте 
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. Как обсуждалось в разделе 2.5, число нулей связано со степенью гладкости соответствующих функций. На рис.4.2 показана типичная характеристика вейвлет-фильтра.

Наконец, имеются еще две характеристики фильтров, которые необходимо учитывать при построении фильтров обоих типов. Во-первых, сумма коэффициентов фильтра, которая должна быть равна 1:
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При расчете вейвлет-фильтров равенство (4.1) выполняется автоматически. Для обычных фильтров оно выполняется в общем случае лишь приближенно. Чем больше отличается сумма коэффициентов от 1, тем больше смещение функции передачи.


Вторым критерием является энергия коэффициентов, которая должна быть равна 0,5:
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Если не выполняется этот критерий, субполосы содержат разное количество энергии сигнала. Следовательно, ошибки квантования в одной субполосе будут более значимыми, чем в другой.

На этом обсуждение свойств фильтров закончим. В следующих двух разделах приводятся два различных примера построения фильтров.

4.2. Построение  обычных фильтров: фильтры Джонстона

Фильтры Джонстона популярны во многих областях обработки сигналов, в том числе и в кодировании изображений. Наиболее важным критерием построения этих фильтров является минимальная ширина полосы перехода.

Будем использовать те же обозначения, что и в разделе 3.2. Выход двухканальной схемы анализа-синтеза связан с входом равенством (3.4):


[image: image15.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

r

p

i

e

H

G

G

H

T

+

+

-

+

=

w

p

w

w

p

w

w

w

,              (4.3)

где 
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 - функция передачи; 
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 - смещения фильтров;  
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 - НЧ и ВЧ фильтры, соответственно. Однако Джонстоном были выбраны другие соотношения между этими фильтрами, чем в выражении (3.7). При его выборе теряется свойство полного восстановления, если длина фильтра превышает 2. ВЧ фильтр становится отражением НЧ фильтра относительно частоты, вчетверо меньшей частоты дискретизации, т.е.


[image: image19.wmf](

)

(

)

p

w

w

+

=

H

G

.                                        (4.4)

Поэтому эти фильтры получили название квадратурно-зеркальных (КЗФ). Тогда функция передачи будет 
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Если фильтры  симметричные и имеют четную длину, то 
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где 
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- длина фильтра 
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. Таким образом, все фильтры в блоке КЗФ зависят от одного фильтра. Так как фильтры симметричные, то фазовые искажения отсутствуют, и фаза может быть равной нулю при соответствующем выборе смещений 
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Остаются только амплитудные искажения, которые должны быть минимизированы. Нулевые искажения возможны лишь в случае 
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. Джонстон наложил ограничение на полосу перехода. Тогда коэффициенты фильтра оптимизируются путем минимизации функции ошибки
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где параметр 
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 взвешивает ослабление в полосе задержки. Равенство (4.7) вычисляется в дискретном виде путем применения 512-точечного БПФ и замены интеграла суммой.

Джонстоном были разработаны фильтры различных длин. Однако для кодирования изображения длинные фильтры неприемлемы, так что мы рассмотрим только фильтры, длина которых не превышает 32.

Джонстон разработал фильтры для 5 полос перехода. Комбинации этих полос с длинами фильтров показаны в табл.4.1, вместе с выбором параметра 
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В зависимости от ширины полосы перехода различают пять классов фильтров, обозначаемых буквами A, B, C, D и E, как в таблице. Обычно фильтры Джонстона обозначаются следующим образом: ‘joh16C’ означает фильтр Джонстонa класса С длиной 16. 

                                      Таблица  4.1

Длина, полоса перехода и параметр 
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 фильтров Джонстонa
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4.3. Расчет вейвлет-фильтров

Расчет фильтров основан на ограничении по гладкости. В разделе 2.5 было указано, что гладкость связана с числом нулевых моментов ВЧ фильтра и числом нулей на 
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 НЧ фильтра. В пункте 4.3.1 приводится один из способов расчета фильтров Добеши, а в пункте 4.3.2 – пример расчета би-ортогональных пар фильтров.

4.3.1. Расчет фильтров Добеши
Расчет фильтров Добеши может вестись многими путями. Здесь мы используем матричное описание процесса фильтрации (см. раздел 2.4). Процесс декомпозиции может быть записан как 
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, и мы будем полагать
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где I – единичная матрица. Если возьмем фильтр 
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 длиной 4, то получим матрицу, аналогичную (2.51):
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Из равенства (4.12) следует, что
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Эта система не дает единственного решения для фильтра 
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. Однако, если мы потребуем, чтобы ВЧ фильтр имел два нулевых момента:
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то из (4.14) и (4.15) получается единственное решение:
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Все фильтры Добеши могут быть получены посредством этой процедуры. Для фильтра длиной 
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 необходимо 
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 равенств относительно нулевых моментов для получения единственного решения. В общем случае решения могут быть получены численно. 

4.3.2. Расчет пары биортогональных фильтров

Процесс расчета линейно-фазовой биортогональной пары фильтров нечетной длины основан на фиксировании числа нулей на частоте
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. Это приводит к максимально плоским фильтрам. Существуют и другие критерии построения этих фильтров.

Как известно, линейная фаза не может быть обеспечена у ортогональных фильтров длиной больше 2. Линейно-фазовый фильтр может быть симметричным или антисимметричным. 

Из формул раздела 3.2 получаем модуль функции передачи 
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где 
[image: image56.wmf](

)

w

H

 и 
[image: image57.wmf](

)

w

H

~

- низкочастотные фильтры блоков анализа и синтеза, соответственно. Из этого равенства мы и получим пару фильтров. Кроме того, для описания фильтров в частотной области потребуем, чтобы они обладали некоторыми дополнительными свойствами. Во-первых, свойством симметрии в сочетании с нечетной длиной фильтров. Во-вторых, чтобы они имели определенное число нулевых моментов фильтров на частоте, равной половине частоты дискретизации.

Симметричные фильтры нечетной длины могут быть представлены как полиномы от 
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 нулевых моментов, то выражение для фильтра можно записать в виде
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где 
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где 
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где 
[image: image79.wmf]k

k

m

~

+

=

. Для удобства перепишем это равенство в виде полинома от 
[image: image80.wmf](

)

2

/

sin

2

w

=

x

:


[image: image81.wmf](

)

(

)

(

)

1

1

1

=

-

+

-

x

P

x

x

P

x

m

m

.                             (4.22)

Нашей целью является найти полином 
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 на две составляющие. Тогда мы получим пару биортогональных фильтров. Согласно теореме Безу, существует единственный полином 
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можно разложить его правую часть в ряд Тейлора. Нам требуется только 
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 его первых членов, так как известно, что 
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После подстановки этого решения и записи вместо 
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Дальнейший расчет пары биортогональных фильтров заключается в выборе степеней гладкости 
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 и 
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 для соответствующих фильтров и разделении правой части (4.25) на две части.

Например, можно взять 
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 и попробовать построить фильтры почти равной длины (равная длина невозможна). Каждый из двух фильтров дает свой косинусный член, и сумма квадратов синусов делится на две части. Сумма квадратов синусов становится равной
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и единственный нетривиальный путь факторизовать ее на два полинома с вещественными коэффициентами есть
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Тривиальная факторизация имеет члены 1 и 
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 и приводит к фильтрам намного различающейся длины (11 и 5). Решение (4.28) приводит к паре фильтров длиной 9 и 7, считающихся в среднем лучшими для сжатия изображения. Именно эта пара фильтров и была использована в видеокодеках ADV6xx.
Так как биортогональная пара фильтров имеет два различных фильтра НЧ, необходимо решить, какой из них включать в секцию анализа, какой – в секцию синтеза. Решение обычно принимают исходя из необходимости того, чтобы фильтр синтеза был как можно более гладким. Это приводит к менее заметным ошибкам квантования в НЧ регионах изображения, к которым человеческий глаз очень чувствителен.

Из (4.25) могут быть получены и другие фильтры, если выбрать большие значения для 
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 и 
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. Тогда возможно большее количество решений, приводящих к разнообразным парам фильтров. Например, при 
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 имеем три решения, приводящих к фильтрам с длинами, различающимися на 2 (17 и 15). 
Отметим, что вышеприведенные фильтры могли быть получены и матричным методом. Например, для пары фильтров 9 и 7 получается следующая матрица 12х12:
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(4.29)

Таким же образом можно получить и обратную матрицу (4.30). Отметим, что обратная матрица не является просто транспонированной, так как свойство ортонормальности отсутствует. Для обеспечения полного восстановления матричное произведение 
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 должно быть равно единичной матрице, что дает нам четыре уравнения. Далее, потребуем наличия 4 нулей на частоте
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, то есть 4 нулевых моментов ВЧ фильтров, связанных с 
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 и 
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. Получаем еще 4 уравнения. Наконец, сумма коэффициентов обоих фильтров должна быть равна 1. Решив получившуюся систему 10 уравнений с 9 неизвестными, получим ту же пару фильтров, что и в предыдущем случае. Главным отличием является то, что в случае матричного метода требуется заранее знать длины фильтров.
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Процесс расчета гарантирует, что сумма коэффициентов будет равна 1. Однако необходимо учитывать и энергию коэффициентов, которая может не быть равной 0.5. Например, можно уменьшить число нулевых моментов (а значит и число уравнений) и добавить уравнение для энергии коэффициентов. 

4.4. Критерий оптимизации   блоков   фильтров,  
используемых   при  кодировании изображения

Обычно при разработке фильтров и блоков фильтров стараются обеспечить максимально большое затухание в полосе задерживания, минимальную полосу перехода и хорошую частотную избирательность. Эти требования к фильтрам возникли в основном из потребностей кодирования речи. Фильтры для кодирования изображений должны конструироваться исходя из других соображений.

Целью преобразования сигнала блоком фильтров является перераспределение его энергии. Для кодирования отсчетов на выходе блока фильтров должно тратиться меньше бит, чем для кодирования исходного сигнала. Поэтому естественно было бы ввести параметр, показывающий выигрыш от кодирования сигнала блоком фильтров. В данном разделе вводится такой параметр – выигрыш от субполосного кодирования. Введение данного понятия позволяет сравнивать различные блоки фильтров, а также осуществлять их оптимизацию.

4.4.1. Выигрыш от субполосного кодирования

Пусть имеется входной сигнал 
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где 
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- шум квантования. Ошибка реконструкции
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Для осуществления оптимизации необходимо предположить, что все сигналы являются случайными:
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где 
[image: image116.wmf]2

s

- дисперсия соответствующих сигналов. Введем параметры 
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где 
[image: image121.wmf]xx
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- автокорреляционная матрица входного сигнала 
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 удовлетворяют следующим условиям:


[image: image127.wmf]2

2

x

i

u

A

i

s

s

=

,    
[image: image128.wmf]å

-

=

=

1

0

2

2

M

i

q

i

r

i

B

s

s

.                                (4.35)

Так как блок вейвлет-фильтров относится к классу блоков фильтров с критической дискретизацией, то 
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(см. также формулу (1.16)). Тогда общий ресурс бит запишется в виде  
[image: image130.wmf]å

-

=

=

1

0

1

M

i

i

i

R

R

a

. Целью оптимизации является минимизация дисперсии ошибки реконструкции 
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 (4.35) при ограничении на общую скорость. Дисперсия шума квантования определяется следующим образом:
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где 
[image: image133.wmf]x

e

- постоянная, зависящая от характеристик входного сигнала. Минимальная дисперсия ошибки реконструкции находится с использованием метода множителей  Лагранжа:
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Выигрыш от субполосного кодирования определяется как 
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4.4.2. Оптимальное распределение бит

Обозначим число уровней реконструкции для квантования 
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Далее,
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где
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Геометрическое среднее
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Для достижения оптимального распределения бит по уровням квантования предположим, что
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где 
[image: image143.wmf]i
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- коэффициент, зависящий от квантователя. Для минимизации среднего искажения воспользуемся методом множителей Лагранжа. Потребуем выполнения следующего условия:
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После дифференцирования и некоторых преобразований получим
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Умножив обе стороны равенства на 
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, получим


[image: image147.wmf]2

ˆ

2

2

M

g

q

i

q

ML

i

i

a

l

s

a

s

=

=

.                                   (4.46)

Так как правая часть этого выражения - константа, оптимальное распределение бит будет достигнуто в случае равномерного распределения шума по субполосам. Формулу (4.46) можно переписать в виде
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Введем следующие обозначения:
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Тогда из (4.46) и (4.47) следует, что
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Отсюда вытекает, что количество уровней квантования для 
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-го элемента 
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Формула оптимального распределения бит принимает вид
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Если положить 
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, то из (4.51) следует, что
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Из вышеприведенных формул может быть получено выражение, показывающее уменьшение энтропии входного сигнала за счет его разбиения банком фильтров:
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где 
[image: image157.wmf]x

h

- константа, зависящая от функции плотности распределения и дисперсии 
[image: image158.wmf]x

; 
[image: image159.wmf]g

u

h

- геометрическое среднее постоянных, зависящих от функции плотности распределения и дисперсии 
[image: image160.wmf]u

; 
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 и 
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- векторы отсчетов 
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 и 
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, соответственно. 

Статистика изображений может быть аппроксимирована авторегрессионным процессом первого порядка с корреляцией между пикселами 
[image: image165.wmf]95
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. Автокорреляционная матрица будет иметь следующие элементы:
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где 
[image: image167.wmf]r

 означает коэффициент корреляции и 
[image: image168.wmf]k

N

- длина фильтра анализа. Коэффициенты этого фильтра будут получены путем максимизации выигрыша от субполосного кодирования (4.38) при ограничении (4.39). Нетрудно получить выражение для максимально возможного выигрыша от субполосного кодирования:
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При 
[image: image170.wmf]95

.

0

=

r

 
[image: image171.wmf]11

.

10

=

SBC

G

дБ. 

Интересно отметить, что коэффициенты вейвлет-преобразования после первого уровня разбиения имеют 
[image: image172.wmf]85
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. Следовательно, и выигрыш от субполосного кодирования увеличивается.  Изменение значения коэффициента корреляции означает, что оптимальный блок должен иметь различные коэффициенты вейвлет-фильтров на разных ступенях преобразования.

4.5. Сравнение характеристик обычных и вейвлет-фильтров

Итак, вейвлет-фильтры и обычные фильтры различаются во многих аспектах, как мы показали в предыдущих разделах. Различия сведены в табл.4.2. Кратко прокомментируем эту таблицу.

Длина фильтра важна в силу двух причин. Во-первых, в таких приложениях, как сегментация изображения, длинный фильтр приведет к неверной локализации контуров, так как на протяжении одного фильтра могут встретиться два контура. Во-вторых, короткие фильтры вычислительно экономнее. К симметричным четным фильтрам применимо полифазное построение, что снижает вычислительную сложность в два раза.

В теории субполосного кодирования допускаются различные типы схем разбиения и любое число каналов у блоков фильтров. В теории вейвлет-анализа предполагается двухканальная схема с рекурсивным разбиением НЧ субполосы. Однако идеи и терминология вейвлетов используются и для многоканальных блоков фильтров, и для схем с произвольным разбиением частотной области (вейвлет-пакеты – см. главу 5).

                               Таблица  4.2

Сравнение фильтров, применяющихся 

при субполосном кодировании, и вейвлет-фильтров

Свойство
Фильтры 


Джонстона
Добеши
Биортогональные

Реконструкция
Нет полного     восстановления
Полное              восстановление
Полное               восстановление

Базисные функции
Неортогональные
Ортогональные
Биортогональные

Гладкость отн. длины фильтров
Низкая
Максимальная
Высокая

АЧХ
Хорошее 
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 и 
[image: image174.wmf]w

D


Плоская на      половине частоты дискретизации
Плоская на          половине частоты дискретизации

Фаза
Линейная
Нелинейная
Линейная

Продолжение сигнала
Любое

 (симметричное)
Периодическое
Любое

  (симметричное)

Длина      фильтров
Относительно длинные
Относительно короткие
Относительно короткие

Сложность
~длина фильтра/2
~ длина фильтра
~ длина фильтра

Ортогональность вейвлет-фильтров приводит к описанию сигнала взвешенной суммой базисных функций, где весами являются коэффициенты.

В основе теории субполосного кодирования и вейвлетов лежит двухканальная схема анализа-синтеза. По нашему мнению, вклад теории вейвлетов в кодирование изображений двояк. Во-первых, она показала связь дискретной фильтрации с теорией непрерывных функциональных пространств. Эта связь появляется при итерировании фильтров и рассмотрении их предельных функций, масштабирующей и вейвлета. Во-вторых, из теории вейвлетов вытекает рассмотрение гладкости фильтра как критерия для его разработки. Гладкость фильтра связана с плоскостью характеристики на частоте, равной половине частоты дискретизации. В  противоположность этому, при субполосном кодировании основным критерием является аппроксимация прямоугольной характеристики. Правда, важность критерия гладкости для кодирования изображений многими авторами ставится под сомнение. По всей видимости, гладкость важна при решении, какой фильтр из биортогональной пары ставить в секцию синтеза. Применение более гладкого фильтра при синтезе улучшает характеристики кодирования.

Многими авторами сравнивались различные типы фильтров для тех или иных задач. В частности, для кодирования изображений рассмотренная биортогональная пара фильтров длиной 9 и 7 считается одной из лучших.

В заключение отметим, что разница между вейвлет-фильтрами и обычными становится все более несущественной. Недавние публикации показывают, что современные методы разработки фильтров используют различные смешанные критерии.
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Рис. 4.1 Типичная частотная характеристика вейвлет-фильтра
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Рис. 4.1. Амплитудно-частотная характеристика:  (а) идеального фильтра; 


            (б) аппроксимация идеальной  АЧХ реальным фильтром 
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