Глава 2

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Данная глава является введением в теорию вейвлет-преобразования.  В ней рассмотрены непрерывное и дискретное вейвлет-преобразования, ряды вейвлетов, быстрые алгоритмы вычислений. Также обсуждается свойство гладкости базисных вейвлет-функций. Математическое описание предполагает знакомство читателя с теорией преобразования Фурье. 

2.1. Непрерывное вейвлет-преобразование

Важнейшим средством анализа стационарных непрерывных сигналов является преобразование Фурье непрерывного времени (CTFT). При этом сигнал раскладывается в базис синусов и косинусов различных частот. Количество этих функций – бесконечно большое. Коэффициенты преобразования находятся путем вычисления скалярного произведения сигнала с комплексными экспонентами:
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где 
[image: image2.wmf](

)

x

f

 означает сигнал, а 
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 - его преобразование Фурье. С практической точки зрения CTFT имеет ряд недостатков. Во-первых, для получения преобразования на одной частоте требуется вся временная информация. Это означает, что должно быть известно будущее поведение сигнала. Далее, на практике не все сигналы стационарны. Пик в сигнале во временной области распространится по всей частотной области его преобразования Фурье. Для преодоления этих недостатков CTFT вводится кратковременное, или оконное преобразование Фурье (STFT):
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в котором применяется операция умножения сигнала на окно перед применением преобразования Фурье. Окном 
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 является локальная функция, которая сдвигается вдоль временной оси для вычисления преобразования в нескольких позициях b. Преобразование становится зависимым от времени, и в результате получается частотно-временное описание сигнала. В качестве окна часто выбирается функция Гаусса, и в этом случае обратное преобразование тоже будет выполняться с использованием оконной функции Гаусса. Используются также многочисленные другие окна, в зависимости от конкретного приложения.

Недостаток STFT состоит в том, что при его вычислении используется фиксированное окно, которое не может быть адаптировано к локальным свойствам сигнала.

Вейвлет-преобразование, рассматриваемое далее, решает эту и некоторые другие проблемы. Непрерывное вейвлет-преобразование (CTWT) есть скалярное произведение 
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 и базисных функций
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так что 
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Базисные функции 
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 являются вещественными и колеблются вокруг оси абсцисс. Они определены на некотором интервале. Данные функции называются вейвлетами (в переводе – короткие волны) и могут рассматриваться как масштабированные и сдвинутые версии функции-прототипа 
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. Параметр b показывает расположение во времени, а а  – параметр масштаба. Большие значения а соответствуют низким частотам,  малые –  высоким. Операция умножения на окно  как бы  содержится  в самой базисной функции, которая позволяет сужать и расширять это окно. Отсюда появляется возможность адаптивного к сигналу выбора параметров окна.

На рис. 2.1 показано разбиение частотно-временного плана для STFT и для CTWT. В соответствии с принципом неопределенности сужение окна анализа во временной области вызывает расширение его в частотной. Таким образом, площадь окна остается постоянной. 

Для того чтобы было возможно обратное получение 
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 из результата CTWT, функция 
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 должна удовлетворять следующему условию:
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где через 
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 обозначено преобразование Фурье 
[image: image15.wmf](

)

x

y

. Если 
[image: image16.wmf](

)

x

y

 - локальная функция, то из (2.5) следует, что ее среднее значение равно нулю:
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Тогда формула реконструкции имеет вид
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Как видно из (2.7), 
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 может быть выражена через сумму базисных функций 
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 с весами 
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Параметры а и b меняются непрерывно, и поэтому множество базисных функций избыточно. Необходима дискретизация значений а и b при сохранении возможности восстановления сигнала из его преобразования. Можно показать, что дискретизация должна осуществляться следующим образом:
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Возможен произвольный выбор параметра 
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. Без потери общности выберем 
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. Из (2.8) видно, что параметр местоположения зависит от параметра масштаба. С увеличением масштаба увеличивается размер шага сдвига. Это интуитивно понятно, так как при анализе с большим масштабом детали не так важны.

Для дискретных значений а и b вейвлет-функции представляются в виде
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Иногда дискретизированное преобразование называется вейвлет-преобразованием. Однако нам кажется более правильным ввести по аналогии с терминологией преобразований Фурье название рядов вейвлетов непрерывного времени (CTWS), так как мы имеем дело с дискретным представлением непрерывного сигнала. CTWS определяется путем дискретизации CTWT:
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Восстановление 
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 из последовательности возможно в том случае, если существуют числа 
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для всех 
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. Это означает, что хотя реконструкция 
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 из ее вейвлет-коэффициентов может не совпадать точно с 
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, она будет близка к ней в среднеквадратическом смысле. Если 
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, то возможно полное восстановление, и семейство базисных функций 
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Если базисные функции нормализованы, то 
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Итак, мы дали определения вейвлет-преобразования и ряда вейвлетов для функций непрерывного времени по аналогии с соответствующими формулами для преобразования и ряда Фурье. Прежде чем перейти к рассмотрению дискретного вейвлет-преобразования, введем концепцию кратномасштабного анализа, которая является краеугольным камнем в теории вейвлет-преобразования.

2.2. Кратномасштабное представление функций

При анализе сигналов часто полезно представить сигнал в виде совокупности его последовательных приближений. Например, при передаче изображения можно сначала передать грубую его версию, а затем последовательно ее уточнять. Такая стратегия передачи имеет выгоды, например при осуществлении выбора изображений из некоторой базы данных, когда необходимо быстро просмотреть большое количество картинок. Другим примером может являться телевизионный приемник, на экране которого одновременно отображены несколько программ. Разрешение и размеры выбранной программы должны затем кратномасштабно увеличиться.

Теория кратномасштабного анализа базируется на теории функциональных пространств.
Под кратномасштабным анализом понимается описание пространства 
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 через иерархические вложенные подпространства Vm, которые не пересекаются и объединение которых дает нам в пределе 
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Далее, эти пространства имеют следующее свойство: для любой функции 
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 ее сжатая версия будет принадлежать пространству 
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И, наконец, последнее свойство кратномасштабного анализа: существует такая функция 
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 образуют ортонормированный базис пространства 
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. На рис. 2.2 схематично показаны данные вложенные пространства.

Так как функции 
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 образуют ортонормированный базис пространства 
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образуют ортонормированный базис пространства 
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. Эти базисные функции называются масштабирующими, так как они создают масштабированные версии функций в 
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. Из кратномасштабного анализа, определенного выше, следует, что функция 
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 может быть представлена множеством последовательных ее приближений 
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. Другими словами, функция 
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Отсюда появляется возможность анализа функции или сигнала на различных уровнях разрешения, или масштаба. Переменная m называется масштабным коэффициентом, или уровнем анализа. Если значение m велико, то функция в 
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 есть грубая аппроксимация 
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,  и  детали  отсутствуют.  При малых значениях m имеет место точная аппроксимация.  Из определения кратномасштабного анализа следует, что все функции в 
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 могут быть представлены как линейная комбинация масштабирующих функций. В действительности, 
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Так как 
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, можно записать
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где 
[image: image70.wmf]n
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 - некоторая последовательность. Равенство (2.18) является одним из основных в теории вейвлет-анализа и имеет различные названия в литературе. Мы будем называть его далее масштабирующим уравнением. 
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Функция 
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 и последовательность 
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 тесно связаны между собой. Выведем соответствующие отношения. Из (2.18) можно получить
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Выполним операцию скалярного произведения  
[image: image74.wmf](

)

x

k

n

m

2

,

-

f

 с обеих сторон равенства (2.19):
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Отметим, что это равенство выполняется для любого 
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. Далее, если переписать (2.18) в частотной области, можно получить
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При рекурсивном повторении формулы (2.21) получается выражение
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Итак, последовательность 
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 тесно связана с масштабирующей функцией. Кроме того, из концепции кратномасштабного анализа вытекают следующие свойства. 

Во-первых, интегрируя (2.18) по всей числовой оси 
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так как для построения кратномасштабного анализа среднее значение функции 
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Третье свойство последовательности 
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 сформулируем в спектральной области. Из записи условия ортонормальности функций 
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можно получить следующее выражение:
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Равенство (2.23) эквивалентно тому, что
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Эти свойства последовательности 
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 будут использованы позднее. А пока оставим на время теорию  и перейдем к простейшему примеру множества масштабирующих функций, образующих 
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Рассмотрим множество сдвигов и растяжений единичной функции на единичном интервале:
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Так, базисные функции с коэффициентом масштаба –1 имеют вид
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Базисная функция и соответствующая последовательность изображены на рис. 2.3.
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2.2.1. Представление функций при помощи вейвлетов
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 построена из множества «колец», которые есть разность между двумя соседними пространствами. Эти разностные пространства обозначаются через 
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Пусть 
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для некоторой последовательности 
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. По аналогии с ранее рассмотренным множеством функций 
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Функции 
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 идентичны полученным в разделе 2.1 после дискретизации (выражение (2.8)). Параметр 
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 в (2.9) в данном случае равен 2. Эти функции образуют ортонормированный базис 
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заменим 
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 бесконечным произведением (2.22) и получим
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Отметим, что 
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 пропорционально бесконечному произведению 
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, так же, как и в (2.30), вейвлет 
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Теперь получим выражения, связывающие последовательности 
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Легко увидеть, что выбор 
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будет корректен для всех 
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. Эквивалент (2.35) в частотной области представляется в виде
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С учетом этого из (2.32) получим 
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где без потери общности выбрано 
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Определение функций вейвлетов позволяет нам записать любую функцию 
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где
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Если осуществлять анализ функции вплоть до некоторого масштаба 
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, то 
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В качестве примера семейства вейвлет-функций, образующих ортонормальный базис пространства 
[image: image144.wmf](
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, на рис.2.4 показан вейвлет, соответствующий масштабирующей функции рис.2.3. Это семейство вейвлетов называется вейвлетами Хаара.
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Из теории известно, что в случае ортогональных вейвлетов последовательности 
[image: image145.wmf]n

h

 и 
[image: image146.wmf]n

g

 не могут быть симметричными, если длина каждой из них превышает 2. Однако во многих приложениях свойство симметричности  является важным. В этом случае отказываются от требования ортогональности и на вейвлет-функции налагают менее строгое требование биортогональности. Выражения для биортогонального кратномасштабного анализа аналогичны выписанным выше и здесь не приводятся. 

2.3. Вейвлет-ряды дискретного времени

В большинстве приложений мы имеем дело с дискретными сигналами. Поэтому с точки зрения практики представляют интерес дискретные аналоги CTWT и CTWS, которые преобразуют дискретный сигнал в непрерывный и дискретный сигналы, соответственно. К сожалению, формулы для вейвлет-преобразования и рядов вейвлетов дискретного времени (DTWT и DTWS) нельзя получить простой дискретизацией соответствующих формул для непрерывного времени. Также невозможно определить кратномасштабный анализ для дискретных сигналов, так как не существует базисных функций, масштабированные и смещенные версии которых давали бы нам базис пространства 
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где 
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Согласно концепции кратномасштабного анализа функция 
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Таким образом, получили две новые последовательности 
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Итак, концепция DTWS определена. Однако вычисления пока зависят от непрерывных функций 
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. Поэтому покажем, как вычисления DTWS могут быть выполнены с использованием операций только над дискретными сигналами.

С учетом того, что масштабирующая функция образует базис соответствующего пространства, из (2.20) можно получить
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Так что оказывается возможным итеративное вычисление коэффициентов 
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получив, таким образом, полностью дискретный процесс декомпозиции. Последовательности 
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 называются фильтрами. Отметим, что 
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 имеют «половинную» длину по сравнению с 
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 (хотя, конечно, на данном этапе все последовательности бесконечны). Таким образом, не вводится избыточности.

Обратный процесс заключается в получении 
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Отметим, что в данном случае суммирование производится по другим переменным по сравнению  с формулами (2.45) и (2.46). Длина последовательности 
[image: image185.wmf]1
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 вдвое больше длины последовательности 
[image: image186.wmf]j
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 или 
[image: image187.wmf]j
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.

Подставляя (2.45) и (2.46) в (2.47), получаем следующие ограничения на фильтры 
[image: image188.wmf]n
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 и 
[image: image189.wmf]n
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Выражение (2.48) для временной области эквивалентно выражениям (2.26) и (2.36) для частотной. Равенства (2.49) и (2.50) уже появлялись ранее, но в менее общей форме ((2.24) и (2.34), соответственно).

2.4. Дискретное вейвлет-преобразование

На практике DTWS должно применяться к сигналам конечной длины. Таким образом, его необходимо модифицировать, чтобы из сигнала какой-то длины получать последовательность коэффициентов той же длины. Получившееся преобразование называется дискретное вейвлет-преобразование (DWT).

Вначале опишем DWT в матричном виде, а затем – на основе банков фильтров, что наиболее часто используется при обработке сигналов.

В обоих случаях мы предполагаем, что базисные функции 
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 компактно определены. Это автоматически гарантирует финитность последовательностей 
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 и 
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. Далее предположим, что сигнал, подвергаемый преобразованию, имеет длину 
[image: image197.wmf]+
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2.4.1. Матричное описание DWT
Обозначим через вектор 
[image: image198.wmf]j
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 последовательность конечной длины 
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 для некоторого
[image: image200.wmf]j

. Этот вектор преобразуется в вектор 
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, содержащий последовательности 
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 и 
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, каждая из которых половинной длины. Преобразование может быть записано в виде матричного умножения 
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, где матрица 
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 - квадратная и состоит из нулей и элементов 
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, умноженных на 
[image: image207.wmf]2

. В силу свойств 
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, полученных в разделе 2.3, матрица 
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 является ортонормированной, и обратная ей матрица равна транспонированной. В качестве иллюстрации рассмотрим следующий пример. Возьмем фильтр длиной 
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, последовательность длиной 
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, а в качестве начального значения - 
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. Последовательность 
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 получим из 
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  по формуле (2.35), где 
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. Тогда операция матрично-векторного умножения будет представлена в виде
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Обратное преобразование есть умножение 
[image: image217.wmf]1
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 на обратную матрицу 
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Таким образом, выражение (2.51) - это один шаг DWT. Полное DWT заключается в итеративном умножении верхней половины вектора 
[image: image220.wmf]1
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 на квадратную матрицу 
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, размер которой 
[image: image222.wmf]j
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. Эта процедура может повторяться d раз, пока длина вектора не станет равна 1.

В четвертой и восьмой строках матрицы (2.51) последовательность 
[image: image223.wmf]n
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 циркулярно сдвинута: коэффициенты, выходящие за пределы матрицы справа, помещены в ту же строку слева. Это означает, что DWT есть точно один период длины  N   DTWS  сигнала 
[image: image224.wmf]n
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, получаемого путем бесконечного периодического продолжения 
[image: image225.wmf]n
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. Так что DWT, будучи определенным таким образом, использует периодичность сигнала, как и в случае с DFT.

Матричное описание DWT кратко и ясно. Однако при обработке сигналов DWT чаще всего описывается посредством блок-диаграммы, аналогичной диаграмме системы анализа-синтеза (см. рис.1.1).

2.4.2. Описание  DWT  посредством  блоков  фильтров

Рассматривая в главе 1 субполосные преобразования, мы интерпретировали равенства, аналогичные (2.45) и (2.46), как фильтрацию с последующим прореживанием в два раза. Так как в данном случае имеется два фильтра 
[image: image226.wmf]n
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 и 
[image: image227.wmf]n
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, то банк фильтров – двухполосный и может быть изображен, как показано на рис.2.5.

Фильтры F и E означают фильтрацию фильтрами 
[image: image228.wmf]n
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 и 
[image: image229.wmf]m
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, соответственно. В нижней ветви схемы выполняется низкочастотная фильтрация. В результате получается некоторая аппроксимация сигнала, лишенная деталей низкочастотная (НЧ) субполоса. В верхней части схемы выделяется высокочастотная (ВЧ) субполоса. Отметим, что при обработке сигналов константа 
[image: image230.wmf]2
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 всегда выносится из банка фильтров и сигнал домножается на 2  (см. рис.3.2, глава 3).

Итак, схема рис.2.5 делит сигнал уровня 
[image: image231.wmf]0
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 на два сигнала уровня 
[image: image232.wmf]1
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. Далее, вейвлет-преобразование получается путем рекурсивного применения данной схемы к НЧ части. При осуществлении вейвлет-преобразования изображения каждая итерация алгоритма выполняется вначале к строкам, затем – к столбцам изображения (строится так называемая пирамида Маллата). В видеокодеках ADV6xx применена модифицированная пирамида Маллата, когда на каждой итерации не обязательно выполняется преобразование и по строкам, и по столбцам. Это сделано для более полного учета зрительного восприятия человека.  
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Получившееся преобразование аналогично (2.51). Однако существуют некоторые различия. При фильтрации сигнала конечной длины мы сталкиваемся с проблемой его продолжения на границе. Матричное выполнение DWT эквивалентно периодическому продолжению сигнала на границе. Этот тип продолжения является обязательным для ортогональных фильтров. В случае применения биортогональных фильтров появляются некоторые другие возможности в силу симметричности их характеристик. Подробнее этот вопрос будет рассматриваться в главе 3.

Схему, выполняющую DWT, можно представить еще и как показано на рис.2.6. Здесь рекурсивная фильтрация и прореживание заменены одной операцией фильтрации и одной операцией прореживания на каждую субполосу. Определение итерационных фильтров 
[image: image233.wmf]j
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 и 
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 легче всего дать в частотной области:
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В пределе итерационный фильтр 
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 в соответствии с (2.22):
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Во временной области это означает, что график последовательности 
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, построенной против 
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, сходится к 
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 при j, стремящемся к бесконечности. На рис.2.7 это изображено для фильтра Добеши длиной 4.

Определение DWT может быть дано по аналогии с DFT. Предположим, что сигнал, подвергаемый преобразованию, 
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 имеет длину 
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. Периодически продолжим его. Получим периодический сигнал 
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 с периодом  N.  Тогда


[image: image245.wmf](

)

(

)

î

í

ì

=

=

=

î

í

ì

<

£

<

£

=

å

å

¥

-¥

=

-

¥

-¥

=

-

-

.

0

,

  

при

    

,

~

2

DWT

,

2

0

,

1

  

при

   

,

~

2

DWT

2

2

/

,

2

2

/

,

k

d

j

c

h

N

k

d

j

c

g

n

n

j

k

n

j

k

j

c

n

j

n

j

k

n

j

k

j

c

j

j

             (2.56)

Заметим, что в действительности суммы конечные, так как итерируемые фильтры имеют конечную длину. Ряд DTWS может быть записан аналогично выражению (2.56):

[image: image246.wmf](

)

å

¥

-¥

=

-

Î

³

=

n

n

j

k

n

j

k

j

c

Z

k

j

c

g

j

.

,

0

,

2

DTWS

2

2

/

,

                  (2.57)

Отметим, что (2.57) не есть дискретизированная версия непрерывного ряда CTWS (2.10), так как вместо функции 
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 здесь мы имеем последовательность 
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. Однако с учетом (2.33) и (2.54) дискретная формула сходится в пределе к непрерывной.
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2.5. Гладкость базисных функций

Обсудим свойство гладкости базисных функций  
[image: image249.wmf](
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и 
[image: image250.wmf](
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. Вначале покажем, почему гладкость должна учитываться в приложениях DWT. Далее продемонстрируем, как может быть определена гладкость базисных функций и соответствующих фильтров.

Функция, показанная на рис.2.7, непрерывная, но не гладкая. Применение такой функции (и связанного с ней фильтра) для анализа сигнала приведет к появлению в коэффициентах неоднородностей, отсутствующих в исходном сигнале. Поэтому для лучшего представления сигнала желательно было бы иметь гладкие базисные функции. Существуют и другие аргументы в пользу необходимости гладкости. Так, ошибка квантования вейвлет-коэффициента на некотором уровне декомпозиции дает ошибку в реконструированном сигнале, пропорциональную базисным функциям этого уровня. При кодировании изображения однородная ошибка менее заметна глазу, чем неоднородная, даже если численно они одинаковы.

Так что принцип обеспечения гладкости базисных функций может быть хорошим критерием при проектировании фильтров для кодирования изображений. Следует сказать, однако, что некоторые специалисты не считают гладкость важным критерием, влияющим на эффективность кодирования.

Разработаны различные методы для определения гладкости базисных функций. Рассмотрим один из них. Данный метод заключается в преобразовании всех свойств гладкости 
[image: image251.wmf](
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 в эквивалентные свойства итерируемых фильтров 
[image: image252.wmf]j
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Гладкость масштабирующей функции  
[image: image253.wmf](
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 равна регулярности вейвлет-функции 
[image: image254.wmf](
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, так как обе они могут быть записаны как бесконечное число сверток с одним и тем же фильтром (2.22),  (2.33). Так что далее будет рассматриваться только 
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Говорят, что функция обладает гладкостью порядка N, если она N раз дифференцируема и N-я производная непрерывна. Таким образом, порядок гладкости – это некоторое целое число.

Чтобы функция 
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 обладала гладкостью N-го порядка, необходимо как минимум N нулей на частоте 
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.  Наличие у фильтра большего количества нулей на данной частоте вовсе не означает больший порядок гладкости 
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, так как некоторые нули могут ухудшать гладкость. 
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 - множитель, остающийся от 
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 после удаления N нулей на частоте
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Как было отмечено, гладкость ухудшается в силу наличия нулей у 
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. Если нули отсутствуют, то порядок гладкости – N. В противном случае нижняя граница для гладкости определяется как 
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Как и в (2.53), 
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 есть итерируемый фильтр, относящийся к 
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 близко к 
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 уже после 20 итераций 
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Так как  вычислительная сложность и требования к памяти данного метода возрастают экспоненциально, часто пользуются упрощенной формулой, дающей нижнюю оценку для 
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 и, следовательно, верхнюю границу для гладкости:
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Можно показать, что гладкость базисных функций наиболее важна для представления полиномиальных сигналов. Если порядок гладкости функции N, она может эффективно использоваться в качестве базисной для представления полинома степени меньше N. В этом случае все вейвлет-коэффициенты будут равны нулю. Так как изображения обычно относят к кусочно-полиномиальным сигналам степени 2, для их кодирования требуются вейвлет-функции со степенью гладкости не меньше  2.

Итак, в данной главе было осуществлено введение в теорию вейвлетов с точки зрения обработки сигналов. Дано определение CTWT как логического продолжения CTFT и STFT. После введения концепции кратномасштабного анализа мы сконцентрировались на обработке дискретных сигналов. Рассматривалось описание DWT в матричной форме и через банки фильтров. Также была обсуждена регулярность фильтров. В следующей главе будет проведено сравнение вейвлет-фильтров и фильтров, применяемых в субполосном кодировании.
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Рис. 2.6. Эквивалентная схема вейвлет-преобразования
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Рис. 2.5.  Схема двухполосного банка фильтров
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Рис. 2.4. Пример вейвлет-функции: (а) � EMBED Equation.3  ���;  (б) � EMBED Equation.3  ���;  (в) � EMBED Equation.3  ���;   


              (г) последовательность � EMBED Equation.3  ���;  (д) � EMBED Equation.3  ���;  (е) � EMBED Equation.3  ���
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Рис. 2.3. Пример масштабирующей функции: (а) � EMBED Equation.3  ���; (б) � EMBED Equation.3  ���; (в) � EMBED Equation.3  ���;  (г) последовательность � EMBED Equation.3  ���;  (д) � EMBED Equation.3  ���;  (е) � EMBED Equation.3  ���
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    Рис. 2.2. Кратномасштабное представление � EMBED Equation.3  ���
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   Рис. 2.1. Разбиение частотно-временного плана при STFT (a) и при CTFT (б)
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Рис. 2.7.  Демонстрация сходимости  итерационных масштабирующих филь-


               тров к непрерывной функции для фильтра Добеши длиной 4 
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